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Abstrakt

Wavelet (někdy též vlnková) transformace představuje v současné době základńı
matematický prostředek pro analýzu a zpracováńı nestacionárńıch signál̊u a ob-
raz̊u. Př́ıspěvek je věnován úvodu do problematiky wavelet analýzy a jej́ımu
využit́ı pro zpracováńı signál̊u a obraz̊u se zaměřeńım na potlačováńı jejich
rušivých složek. V návaznosti na dekompozici signál̊u je pozornost věnována
problematice globálńıho prahováńı wavelet koeficient̊u a jejich daľśımu použit́ı
k rekonstrukci pozorovaných dat. Tento postup je aplikován na vybrané biome-
dićınské signály zahrnuj́ıćı EKG signály a obrazy magnetické rezonance.

Kĺıčová slova: wavelet (vlnková) transformace, analýza signál̊u a obraz̊u, dekompozice a
rekonstrukce dat, potlačeńı šumu, prahováńı, zpracováńı biomedićınských signál̊u

1 Úvod k wavelet transformaci

Wavelet transformace (WT) představuje alternativu ke krátkodobé Fourierově transformaci a
poskytuje široké možnosti analýzy a zpracováńı v́ıcerozměrných dat. V principu využ́ıvá tato
transformace analyzuj́ıćı funkci konečné délky ve tvaru ”vlnky” daných vlastnost́ı [9, 3, 11, 7, 5].
Tvar této funkce lze přitom volit podle charakteru analyzovaného signálu či obrazu a žádané
aplikace.

Na obr. 1(a) je uveden př́ıklad dilatovaných funkćı odvozených z výchoźı Shannonovy funkce
(mother wavelet) definované vztahem

w(t) =
sin(π t/2)

π t/2
cos(3 π t/2) (1)

tvoř́ıćı základ pro daľśı funkce odvozené pro zvolené parametry dilatace a = 2m a translace
b = k 2m podle vztahu

Wm,k(t) =
1√
a

w(
t − b

a
) =

1√
2m

w(2−m t − k) (2)

kde m a k jsou celoč́ıselné konstanty. Daľśı wavelet funkce jsou definovány bud’ analyticky
nebo řešeńım př́ıslušné dilatačńı rovnice [2, 9]. Ve všech př́ıpadech je dilatace funkce spojena
s kompreśı spektra podle obr. 1(b).

Výsledné koeficienty uvedené diskrétńı wavelet transformace (DWT) lze následně zobrazit ve
vlnková mapě (scalogramu) na obr. 1(c), ve které koeficienty představuj́ı mı́ru korelace daného
signálu a vybrané wavelet funkce [6]. Vodorovná ose přitom odpov́ıdá posunu wavelet funkce a
osa svislá představuje úroveň rozkladu do zvolené úrovně m s měř́ıtkem 2m. Koeficienty spojené
s analýzou pomoćı základńı krátké vlnky umožňuj́ı přitom podrobné časové rozlǐseńı, ale hrubé
rozlǐseńı frekvenčńı. Dilatace základńı vlnky zhoršuje rozlǐseńı časové, ale zlepšuje rozlǐseńı frek-
venčńı. Tato možnost proměnného rozlǐseńı v časové a frekvenčńı oblasti je charakteristická pro
užit́ı wavelet funkćı a umožňuje analýzu signál̊u a obraz̊u jak z globálńıho tak i lokálńıho po-
hledu. Proměnné rozlǐseńı je významným rysem wavelet transformace v porovnáńı s krátkodobou
Fourierovou transformaćı s konstantńım rozlǐseńım daným délkou výběrového okénka.

Vzhledem k pásmově omezenému spektru wavelet funkce lze proces konvoluce s touto funkćı
interpretovat jako filtraci pásmově omezenou propust́ı [12]. Z hlediska č́ıslicového zpracováńı



signál̊u představuje wavelet transformace úplnou banku filtr̊u s rozkladem signálu do d́ılč́ıch
frekvenčńıch pásem s t́ım, že základńı nejpomaleǰśı frekvenčńı složky jsou detekovány měř́ıtkovou
funkćı (scaling function). Wavelet funkce jsou tak popsány pásmovými filtry (band-pass fil-
ters) a funkce měř́ıtková představuje komplementárńı dolnofrekvenčńı propust (low-pass filter).
Př́ıslušné koeficienty se určuj́ı z konvoluce signálu a př́ıslušné analyzuj́ıćı funkce [3, 11]. Měř́ıtko
je přitom nepř́ımo úměrné frekvenci, přičemž ńızké frekvence odpov́ıdaj́ı velkým měř́ıtk̊um a
dilatované wavelet funkci. Wavelet analýzou při velkých měř́ıtćıch źıskáváme ze signálu globálńı
informace (aproximačńı složku) a při malých měř́ıtćıch podrobné informace (detailńı složku)
představuj́ıćı rychlé změny v signálu. Signály jsou v praktických aplikaćıch často pásmově ome-
zené s konečnou energii a pro př́ıslušnou analýzu postač́ı tedy omezená škála měř́ıtek.�
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Obrázek 1: Princip wavelet transformace presentuj́ıćı (a) soubor dilatovaných (Shannonových)
funkćı, (b) odpov́ıdaj́ıćı spektra, a (c) koeficienty ve formě scalogramu s rozd́ılným časovým a
frekvenčńım rozlǐseńım na jednotlivých úrovńıch dekompozice

Výpočet koeficient̊u diskrétńı wavelet transformace se realizuje postupnou aplikaćı vysokofrek-
venčńı propusti (představuj́ıćı wavelet funkci) a ńızkofrekvenčńı propusti (představuj́ıćı měř́ıt-
kovou funkci) na daný signál s využit́ım Mallatova dekompozičńıho schématu [7] podle obr. 2.
Pro každou úroveň dekompozice p je výstupem vysokofrekvenčńı propusti hd(k) detailńı složka
Dp signálu a výstupem komplementárńı ńızkofrekvenčńı propusti ld(k) složka aproximačńı Ap

s využit́ım konvoluce a následným podvzorkováńım podle vztahu

Dp(n) =
L−1∑
k=0

hd(k)x(2n − k) (3)

Ap(n) =
L−1∑
k=0

ld(k)x(2n − k) (4)

pro n = 0, 1, · · · , N/2 kde {x(n)}N−1
n=0 = [x(0), x(1), ..., x(N − 1)]′ je analyzovaný signál a po-

sloupnosti {hd(k)}L−1
k=0 a {ld(k)}L−1

k=0 definuj́ı dekompozičńı filtry. Soubor wavelet funkćı tvoř́ı
ortogonálńı bázi [3] a umožňuje jednoduchou rekonstrukci signálu [11] založenou na vložeńı
nulových hodnot mezi každé dva vzorky a následné konvoluci s rekonstrukčńımi filtry lr(k) a
hr(k) odvozených z filtr̊u dekompozičńıch inverśı pořad́ı jejich koeficient̊u. Soubor filtr̊u přitom
umožňuje perfektńı rekonstrukci p̊uvodńıho signálu z odpov́ıdaj́ıćıch DWT koeficient̊u pokud
má signál konečnou energii a wavelet funkce splňuj́ı podmı́nku př́ıpustnosti (admissibility con-
dition) [3, 6, 12].
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Obrázek 2: Detekce nespojitosti v EKG signálu presentuj́ıćı (a) Mallatovo schéma, (b) EKG
signál s aditivńım impulsem a (c) scalogram koeficient̊u pro db4 wavelet funkce

S ohledem na široké možnosti volby typu wavelet funkćı, proměnné rozlǐseńı v časové a frek-
venčńı oblasti a rozsáhlé možnosti dekompozice a rekonstrukce p̊uvodńıho signálu či obrazu
poskytuje wavelet analýza široké aplikačńı možnosti [14] ve zpracováńı inženýrských signál̊u,
zpracováńı signál̊u i obraz̊u v biomedićıně [1, 13, 8] i signál̊u daľśıch. Hlavńı využit́ı spoč́ıvá ve
všech př́ıpadech v analýze signál̊u a obraz̊u, v jejich kompresi a odstraněńı rušivých složek [4].

Pro zvláštńı aplikace se namı́sto diskrétńı wavelet transformace použ́ıvá transformace spojitá
(Continuous wavelet transform - CWT), která obsahuje redundantńı informace, vyžaduje v́ıce
operačńı paměti, jej́ı zobrazeńı je však často názorněǰśı. Na rozd́ıl od DWT jsou v př́ıpadě spojité
WT [12] užity spojitě proměnné hodnoty dilatace a a posunut́ı b.

Následuj́ıćı studie je věnována aplikaci wavelet transformace pro zpracováńı biomedićınských
signál̊u a obraz̊u s využit́ım tř́ı vybraných reálných wavelet funkćı s ortogonálńımi bázemi
(Daubeschies wavelet db4, symlet wavelet sym4 a coiflet wavelet coif4 ). Tyto funkce jsou defi-
novány dilatačńımi rovnicemi [9]. Vlastnosti těchto funkćı jsou popsány i ve výpočetńım systému
MATLAB [6] s využit́ım př́ıkazu waveinfo.

2 Analýza a zpracováńı signál̊u

Ve zpracováńı signál̊u se wavelet analýza využ́ıvá v řadě oblast́ı [6], které zahrnuj́ı detekci trend̊u,
zlomů, nespojitost́ı ve vyšš́ıch derivaćıch, a dále kompresi a potlačováńı rušivých složek signál̊u.

Obr. 2 uvád́ı př́ıklad detekce aditivńıho rušivého impulsu v části EKG (Elektrokardiogram)
signálu pomoćı db4 wavelet funkce. Dekompozice je přitom uvedena do třet́ı úrovně, což postačuje
pro vizualizaci uvedené složky ve scalogramu. Barevný odst́ın (celkem 64 odst́ın̊u od nejtmavěǰśı
po nejsvětleǰśı) odpov́ıdá absolutńı hodnotě detailńıch wavelet koeficient̊u. Hodnota těchto ko-
eficient̊u je t́ım větš́ı, č́ım větš́ı je shoda mezi pr̊uběhem signálu a tvarem wavelet funkce při
daném posunut́ı a měř́ıtku wavelet okénka.
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Obrázek 3: Potlačováńı rušivých složek EKG signálu prahováńım detailńıch koeficient̊u DWT
do třet́ı úrovně a presentace (a) p̊uvodńıho a degradovaného EKG signálu, (b) p̊uvodńıho
a zvýrazněného EKG signálu, (c) dekompozice a rekonstrukce do třet́ı úrovně pomoćı sym4
wavelet funkce, (d) wavelet koeficient̊u degradovaného signálu a odhad prahovaćı úrovně δ,
(e) principu měkkého prahováńı, a (f) modifikovaných wavelet koeficient̊u pro rekonstrukci
signálu

Potlačováńı rušivých složek signál̊u představuj́ıćı daľśı významnou aplikaci DWT se skládá [6]
ze tř́ı po sobě následuj́ıćıch krok̊u podle obr. 3, které zahrnuj́ı

• dekompozici signálu do určité úrovně N

• prahováńı výsledných DWT koeficient̊u

• rekonstrukci signálu s použit́ım upravených detailńıch koeficient̊u od úrovně 1 do N a
aproximačńıch koeficient̊u z úrovně N

Prahováńı koeficient̊u je přitom možné realizovat volbou úrovně společné pro všechny úrovně
rozkladu (global thresholding) nebo je možné tuto úroveň odlǐsit pro d́ılč́ı dekompozičńı složky
a aplikovat prahováńı lokálńı (level-dependent thresholding). Při aplikaci prahováńı lze volit
[3] prahováńı měkké (soft) a tvrdé (hard) nebo volit vlastńı prahovaćı algoritmy. Při tvrdém
prahováńı se vynuluj́ı koeficienty jejichž absolutńı hodnota je menš́ı než δ podle vztahu

yhard(n) =
{

x(n) pro |x(n)| > δ
0 pro |x(n)| ≤ δ

(5)

Měkké prahováńı prob́ıhá stejným zp̊usobem, ale nav́ıc se hodnota δ odeč́ıtá od absolutńıch
hodnot koeficient̊u větš́ıch než δ

ysoft(n) =
{

sign(x(n)) (|x(n)| − δ) pro |x(n)| > δ
0 pro |x(n)| ≤ δ

(6)
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Obrázek 4: Výsledky potlačováńı rušivé složky EEG signálu a pr̊uběh (a) procentuálńıho zlepšeńı
MSE pro r̊uzné wavelet funkce a r̊uzné maximálńı úrovně wavelet dekompozice a (b) hledáńı
optimálńı hodnoty prahu

V porovnáńı s tvrdým prahováńım nezp̊usobuje měkké prahováńı nespojitosti ve výsledném
zrekonstruovaném signálu. V Matlabu se měkké prahováńı použ́ıvá implicitně k odstraňováńı
rušivých složek a tvrdé prahováńı ke kompresi [6].

Obr. 4 ukazuje výsledky optimalizace prahovaćıho koeficientu δ pro odstraňováńı rušivé složky
z EKG signálu s přidaným náhodným šumem s Gaussovským rozložeńım pravděpodobnosti.
Kritériem je minimalizace středńı kvadratické chyby MSE ve zvýrazněném obrazu. Tab. 1 shrnuje
výsledky tohoto experimentu s využit́ım funkce sym4, db4 a coif4. Pro každou z těchto funkćı
bylo provedeno 30 pokus̊u pro jednotlivé maximálńı úroveň dekompozice (1 až 5) a jako kritérium
úspěšnosti odstraňováńı šumu bylo přitom uvažováno procentuálńı zlepšeńı MSE. Na obr. 3 je
zobrazeno globálńı prahováńı detailńıch wavelet koeficient̊u do třet́ı úrovně dekompozice.

Tabulka 1: Úspěšnost v odstraňováńı rušivé složky z EKG signálu pro r̊uzné wave-
let funkce a r̊uzné maximálńı úrovně wavelet dekompozice

Wavelet / Veličina
Úroveň dekompozice

1 2 3 4 5
Pr̊uměrná MSE [E-04] 7.37 6.93 6.14 6.79 5.68

Sym4 Rozptyl MSE [E-07] 1.11 2.83 0.87 1.84 0.32
Zlepšeńı MSE [%] 41.3 44.7 51.3 51.4 51.8
Pr̊uměrná MSE [E-04] 6.80 4.74 6.33 7.49 7.43

Db4 Rozptyl MSE [E-08] 4.50 2.75 4.49 4.34 4.96
Zlepšeńı MSE [%] 45.8 62.2 49.7 46.4 36.9
Pr̊uměrná MSE [E-04] 7.10 5.66 5.15 5.95 4.87

Coif4 Rozptyl MSE [E-08] 9.57 18.0 4.22 6.09 2.03
Zlepšeńı MSE [%] 43.4 54.9 59.1 57.4 58.6

3 Zpracováńı obraz̊u

Wavelet transformace se ve zpracováńı obraz̊u použ́ıvá zejména pro detekci hran a textur, kom-
presi dat, potlačováńı jejich rušivých složek a kódováńı charakteristických vlastnost́ı signál̊u pro
následnou klasifikaci [6] jejich komponent. Významnou aplikačńı oblast́ı je přitom analýza bio-
medićınských obraz̊u magnetické resonance (MR) založená na prahováńı koeficient̊u DWT po
jejich dekompozici vhodnou wavelet funkćı.



Princip odstraňováńı šumu z obrazu s použit́ım DWT je analogický k postupu pro zpracováńı
jednorozměrného signálu, který může být chápán jako zvláštńı forma obrazu redukovaného na
jeden sloupec. Postup dekompozice dokumentovaný na obr. 5 lze shrnout pro obrazovou matici
[G(n, m)]N,M do následuj́ıćıch krok̊u

1. Výchoźı obrazová matice [G(n, m)]N,M se dekomponuje do prvé úrovně (na detailńı a
aproximačńı složku) samostatně pro každý řádek pomoćı konvoluce obrazových element̊u
s dekompozičńımi vektory hodnot ld(k) (pro scaling funkci) resp. hd(k) (pro wavelet funkci)
a po podvzorkováńı dvěmi se vytvoř́ı 2 nové matice [GL(n, m)]N,M/2 a [GH(n, m)]N,M/2

2. Každá z matic [GL(n, m)] a [GH(n, m)] se zpracuje podobným zp̊usoben po sloupćıch a po
podvzorkováńı dvěmi se vytvoř́ı celkem 4 nové matice zahrnuj́ıćı aproximačńı koeficienty
[A1 =GLL(n, m)]N/2,M/2, horizontálńı detaily [H1 =GLH(n, m)]N/2,M/2, vertikálńı detaily
[V1 =GHL(n, m)]N/2,M/2 a diagonálńı detaily [D1 =GHH(n, m)]N/2,M/2 p̊uvodńıho obrazu

Matici A1 s polovičńım počtem řádk̊u i sloupc̊u oproti matici p̊uvodńı lze použ́ıt následně jako
základ pro daľśı dekompozici a redukci rozměru matice p̊uvodńı. Výsledek dekompozice reálného
obrazu do prvé úrovně pro funkci funkce sym4 je uveden na obr. 5(c) a př́ıslušné koeficienty
d́ılč́ıch matic seřazené po sloupćıch jsou znázorněny na obr. 5(e).

Dekompozičńı matice je možno dále použ́ıt pro rekonstrukci p̊uvodńıho obrazu podobným zp̊uso-
bem jako při zpracováńı signál̊u. V př́ıpadě, že hodnoty matic se neměńı, lze p̊uvodńı obraz zre-
konstruovat bez ztráty informace pomoćı nulových hodnot vložených mezi dekomponované prvky
a s užit́ım rekonstrukčńıch filtr̊u lr(n) and hr(n). V př́ıpadě modifikace dekompozičńıch matic
lokálńım nebo globálńım prahováńım jejich hodnot lze však d́ılč́ı obrazové elementy potlačit.
Obr. 5(f) zobrazuje výsledné koeficienty po jejich modifikaci s použit́ım vhodně zvolené prahové
úrovně δ a na obr. 5(d) je uveden př́ıslušný rekonstruovaný obraz.
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Obrázek 5: Odstraněńı aditivńı šumové složky z MR obrazu páteře pomoćı prahováńı DWT
koeficient̊u a zobrazeńı (a) Mallatova schématu pro realizaci 2-dimenzionálńı DWT, (b) obrazu
MR s přidaným náhodným šumem, (c) prvńı úrovně wavelet dekompozice pro funkci sym4,
(d) zrekonstruovaného a interpolovaného obrazu (spline interpolace), (e) absolutńıch hodnot
wavelet koeficient̊u a (f) koeficient̊u upravených prahováńım a použitých pro rekonstrukci



Tabulka 2: Úspěšnost odstraňováńı rušivé složky z obrazu MR pro r̊uzné wavelet
funkce a r̊uzné maximálńı úrovně wavelet dekompozice

Wavelet / Veličina
Úroveň dekompozice

1 2 3 4 5
Pr̊uměrná MSE [E-02] 2.63 1.80 2.03 3.34 4.24

Sym4 Rozptyl MSE [E-06] 2.20 2.98 3.81 3.37 1.46
Zlepšeńı MSE [%] 38.1 57.7 52.4 21.4 0.0
Pr̊uměrná MSE [E-02] 2.43 1.70 1.95 3.21 4.24

Db4 Rozptyl MSE [E-06] 1.86 2.49 2.38 3.66 1.46
Zlepšeńı MSE [%] 42.6 60.1 54.3 24.5 0.0
Pr̊uměrná MSE [E-02] 2.53 1.61 1.94 3.96 4.24

Coif4 Rozptyl MSE [E-06] 2.27 1.49 1.88 6.99 1.46
Zlepšeńı MSE [%] 40.4 62.1 54.4 6.9 0.0

Pro určeńı prahové úrovně existuje celá řada př́ıstup̊u. V uvedeném př́ıpadě byla optimálńı
hodnota prahu určována numericky hledáńım minima součtu čtverc̊u odchylek mezi p̊uvodńımi
a rekonstruovanými hodnotami pro úroveň prahu volenou v rozmeźı minimálńıho a maximálńıho
dekompozičńıho prvku podobně jako v př́ıpadě jednorozměrných dat. Tab. 2 obsahuje výsledky
dosažené při odstraňováńı přidaného náhodného šumu z obrazu MR s využit́ım funkćı sym4, db4
a coif4 při 30 experimentech pro dekompozice od prvé do páté úrovně. Kriterium úspěšnosti je
přitom uváděno ve formě procentuálńı zlepšeńı středńı kvadratické chyby MSE. Nejlepš́ı výsledky
byly dosaženy při dvou úrovńıch dekompozice, kde byly všechny tři wavelet funkce přibližně
stejně úspěšné v redukci MSE.

Na obr. 6 je znázorněno odstraňováńı rušivé složky pomoćı prahováńı detailńıch wavelet ko-
eficient̊u do druhé úrovně dekompozice s použit́ım db4 wavelet funkce. Prahováńı je měkké a
globálńı s hodnotou prahu určenou zmı́něným optimalizačńım postupem. Rozlǐseńı zrekonstru-
ovaného obrazu je zvýšeno pomoćı spline interpolace.�
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Obrázek 6: Odstraňováńı šumu z obrazu MR páteře pomoćı prahováńı detailńıch wavelet ko-
eficient̊u znázorňuj́ıćı (a) obraz MR znehodnocený aditivńım náhodným šumem, (b) wavelet
dekompozice do druhé úrovně s použit́ım funkce db4, (c) rekonstrukce obrazu z prahovaných
koeficient̊u a (d) wavelet koeficienty zašuměného obrazu a prahovaćı úroveň δ



4 Závěr

Ćılem př́ıspěvku bylo seznámeńı s možnostmi užit́ı wavelet transformace při analýze a zpracováńı
biomedićınských signál̊u a obraz̊u. Těžǐstě práce je přitom v uvedeńı základńıch algoritmických
postup̊u dekompozice dat z hlediska jejich daľśıho zpracováńı pro potřeby potlačováńı aditivńıch
rušivých složek. Zvláštńı pozornost je přitom věnována možnostem optimalizace prahovaćıch
koeficient̊u pro rozd́ılné úrovně dekompozice a zvolené analyzuj́ıćı wavelet funkce s aplikaćı
uvedeného př́ıstupu pro zpracováńı EKG signál̊u a MR obrazu páteře.

Souhrnně lze konstatovat, že wavelet transformace poskytuje široké možnosti analýzy a zpra-
cováńı signál̊u a obraz̊u s rozsáhlými aplikačńımi možnostmi v řadě obor̊u.

5 Poděkováńı

Práce vznikla v rámci výzkumného záměru MSM 6046137306 Fakulty chemicko-inženýrské na
Vysoké škole chemicko-technologické v Praze. Biomedićınská data byla laskavě poskytnuta Cen-
trem neurologické péče v Rychnově nad Kněžnou.
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