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Abstrakt

Wavelet (nékdy téz vinkova) transformace predstavuje v soucasné dobé zakladni
matematicky prostifedek pro analyzu a zpracovani nestacionarnich signala a ob-
razu. Prispévek je vénovan uvodu do problematiky wavelet analyzy a jejimu
vyuziti pro zpracovani signili a obrazli se zaméifenim na potlacovani jejich
rusivych slozek. V navaznosti na dekompozici signalii je pozornost vénovana
problematice globalniho prahovani wavelet koeficienti a jejich dalsimu pouziti
k rekonstrukci pozorovanych dat. Tento postup je aplikovan na vybrané biome-
dicinské signdly zahrnujici EKG signdly a obrazy magnetické rezonance.

Klicova slova: wavelet (vinkovd) transformace, analyza signdlu a obrazu, dekompozice a
rekonstrukce dat, potlaceni Sumu, prahovéani, zpracovani biomedicinskych signédlu

1 Uvod k wavelet transformaci

Wavelet transformace (WT) predstavuje alternativu ke kratkodobé Fourierové transformaci a
poskytuje siroké moznosti analyzy a zpracovani vicerozmérnych dat. V principu vyuziva tato
transformace analyzujici funkci konecéné délky ve tvaru "vinky” danych vlastnosti [9, 3, 11, 7, 5].
Tvar této funkce lze pritom volit podle charakteru analyzovaného signalu ¢ obrazu a zadané
aplikace.

Na obr. 1(a) je uveden piiklad dilatovanych funkei odvozenych z vychozi Shannonovy funkce
(mother wavelet) definované vztahem
w(t) = sin(m t/2)

s cos(3mt/2) (1)

tvorici zéklad pro dalsi funkce odvozené pro zvolené parametry dilatace a = 2™ a translace
b =k 2™ podle vztahu
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() = ——
Vva a V/2m
kde m a k jsou celociselné konstanty. Dalsi wavelet funkce jsou definovdny bud analyticky
nebo Fesenim piislusné dilatacni rovnice [2, 9]. Ve vSech pripadech je dilatace funkce spojena
s kompresi spektra podle obr. 1(b).

Wi (t) = w2 ¢~ k) (2)

Vysledné koeficienty uvedené diskrétni wavelet transformace (DWT) lze nésledné zobrazit ve
vinkova mapé (scalogramu) na obr. 1(c), ve které koeficienty predstavuji miru korelace daného
signdlu a vybrané wavelet funkce [6]. Vodorovnd ose ptitom odpovidd posunu wavelet funkce a
osa svisla predstavuje droven rozkladu do zvolené trovné m s méritkem 2. Koeficienty spojené
s analyzou pomoci zdkladni kratké vinky umoznuji pritom podrobné casové rozliseni, ale hrubé
rozliSeni frekvencni. Dilatace zdkladni vinky zhorsuje rozliSeni ¢asové, ale zlepsuje rozliseni frek-
venéni. Tato moznost proménného rozliSeni v ¢asové a frekvenéni oblasti je charakteristicka pro
uziti wavelet funkei a umoziuje analyzu signala a obrazu jak z globalniho tak i lokdlniho po-
hledu. Proménné rozliSeni je vyznamnym rysem wavelet transformace v porovnani s kratkodobou
Fourierovou transformaci s konstantnim rozliSenim danym délkou vybérového okénka.

Vzhledem k pasmové omezenému spektru wavelet funkce lze proces konvoluce s touto funkei
interpretovat jako filtraci pdsmové omezenou propusti [12]. Z hlediska ¢islicového zpracovéani



signalu predstavuje wavelet transformace uplnou banku filtra s rozkladem signdlu do dil¢ich
frekvenénich pasem s tim, ze zdkladni nejpomalejsi frekvencni slozky jsou detekovany métritkovou
funkei (scaling function). Wavelet funkce jsou tak popsany pasmovymi filtry (band-pass fil-
ters) a funkce métitkova predstavuje komplementdrni dolnofrekvenéni propust (low-pass filter).
Piislusné koeficienty se urcuji z konvoluce signélu a prislusné analyzujici funkce [3, 11]. Méritko
je pritom nepfimo umérné frekvenci, pricemz nizké frekvence odpovidaji velkym méritkum a
dilatované wavelet funkci. Wavelet analyzou pfi velkych métitcich ziskavame ze signélu globédlni
informace (aproximacni slozku) a pii malych méfitcich podrobné informace (detailni slozku)
predstavujici rychlé zmény v signalu. Signély jsou v praktickych aplikacich ¢asto pasmové ome-
zené s konecnou energii a pro piislusnou analyzu postaci tedy omezend skala méritek.
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Obrézek 1: Princip wavelet transformace presentujici (a) soubor dilatovanych (Shannonovych)
funkei, (b) odpovidajici spektra, a (c) koeficienty ve formé scalogramu s rozdilnym casovym a
frekvencnim rozliSenim na jednotlivych trovnich dekompozice

Uroved

Vypocet koeficientu diskrétni wavelet transformace se realizuje postupnou aplikaci vysokofrek-
venéni propusti (pfedstavujici wavelet funkci) a nizkofrekvenéni propusti (predstavujici mérit-
kovou funkci) na dany signdl s vyuzitim Mallatova dekompoziéniho schématu [7] podle obr. 2.
Pro kazdou droven dekompozice p je vystupem vysokofrekvenéni propusti hg(k) detailni slozka
D,, signélu a vystupem komplementarni nizkofrekvenéni propusti l4(k) slozka aproximaéni A,
s vyuzitim konvoluce a naslednym podvzorkovanim podle vztahu

L—1

Dyn) = > ha(k)(2n— k) (3)
k=0
L—1

An) = 3 la(k)2(2n - k) (4)
k=0

pro n = 0,1,--- ,N/2 kde {z(n)}) =} = [2(0),2(1),...,a(N — 1) je analyzovany signal a po-
sloupnosti {hq(k) 5;01 a {ld(k:)}ﬁ;& definuji dekompoziéni filtry. Soubor wavelet funkei tvoii
ortogondlni béazi [3] a umoznuje jednoduchou rekonstrukei signdlu [11] zalozenou na vlozeni
nulovych hodnot mezi kazdé dva vzorky a nasledné konvoluci s rekonstrukénimi filtry I,.(k) a
hy(k) odvozenych z filtru dekompozi¢nich inversi poradi jejich koeficientu. Soubor filtru ptitom
umoznuje perfektni rekonstrukci ptivodniho signalu z odpovidajicich DWT koeficientii pokud
ma signal koneénou energii a wavelet funkce spliuji podminku piipustnosti (admissibility con-
dition) [3, 6, 12].
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Obrazek 2: Detekce nespojitosti v EKG signalu presentujici (a) Mallatovo schéma, (b) EKG
signdl s aditivnim impulsem a (c) scalogram koeficientu pro db4 wavelet funkce

S ohledem na §iroké moznosti volby typu wavelet funkci, proménné rozliseni v casové a frek-
vencni oblasti a rozsahlé moznosti dekompozice a rekonstrukce puvodniho signalu ¢ obrazu
poskytuje wavelet analyza Siroké aplikaéni moznosti [14] ve zpracovani inzenyrskych signéla,
zpracovani signdlu i obrazi v biomediciné [1, 13, 8] i signdlu dalsich. Hlavni vyuziti spoc¢iva ve
vSech piipadech v analyze signédlu a obrazu, v jejich kompresi a odstranéni rusivych slozek [4].

Pro zvlastni aplikace se namisto diskrétni wavelet transformace pouziva transformace spojita
(Continuous wavelet transform - CWT), kterd obsahuje redundantni informace, vyzaduje vice
operacni paméti, jeji zobrazeni je vSak ¢asto ndzornéjsi. Na rozdil od DWT jsou v piipadé spojité
WT [12] uzity spojité proménné hodnoty dilatace a a posunuti b.

Nasledujici studie je vénovana aplikaci wavelet transformace pro zpracovani biomedicinskych
signali a obrazu s vyuzitim tii vybranych redlnych wavelet funkci s ortogondlnimi bézemi
(Daubeschies wavelet db4, symlet wavelet sym4 a coiflet wavelet coif/). Tyto funkce jsou defi-
novany dilata¢nimi rovnicemi [9]. Vlastnosti téchto funkei jsou popséany i ve vypocetnim systému
MATLAB [6] s vyuzitim piikazu waveinfo.

2 Analyza a zpracovani signali

Ve zpracovéni signalu se wavelet analyza vyuziva v fadé oblasti [6], které zahrnuji detekei trendd,
zlomu, nespojitosti ve vyssich derivacich, a dédle kompresi a potlacovani rusivych slozek signélu.

Obr. 2 uvadi piiklad detekce aditivniho rusivého impulsu v éasti EKG (Elektrokardiogram)
signalu pomoci db4 wavelet funkce. Dekompozice je pfitom uvedena do tieti irovné, coz postacuje
pro vizualizaci uvedené slozky ve scalogramu. Barevny odstin (celkem 64 odstinu od nejtmavéjsi
po nejsvétlejsi) odpovida absolutni hodnoté detailnich wavelet koeficientu. Hodnota téchto ko-
eficientu je tim vétsi, ¢im vétsi je shoda mezi priubéhem signdlu a tvarem wavelet funkce pii
daném posunuti a métritku wavelet okénka.
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Obrazek 3: Potlacovani rusivych slozek EKG signalu prahovanim detailnich koeficientt DWT
do treti trovné a presentace (a) puvodniho a degradovaného EKG signalu, (b) puvodniho
a zvyraznéného EKG signalu, (c) dekompozice a rekonstrukce do tfeti drovné pomoci symd
wavelet funkce, (d) wavelet koeficientu degradovaného signdlu a odhad prahovaci trovné ¢,
(e) principu meékkého prahovéni, a (f) modifikovanych wavelet koeficientu pro rekonstrukei
signalu

Potla¢ovani rusivych slozek signalu predstavujici dalsi vyznamnou aplikaci DWT se sklada [6]
ze tT1 po sobé nasledujicich kroku podle obr. 3, které zahrnuji

e dekompozici signalu do urcité trovné N
e prahovani vyslednych DWT koeficientu

o rekonstrukci signalu s pouzitim upravenych detailnich koeficienti od drovné 1 do N a
aproximacnich koeficientu z drovné N

Prahovdni koeficientu je pritom mozné realizovat volbou urovné spoletné pro vSechny trovné
rozkladu (global thresholding) nebo je mozné tuto troven odlisit pro diléi dekompoziéni slozky
a aplikovat prahovani lokalni (level-dependent thresholding). Pti aplikaci prahovani lze volit
[3] prahovéni meékké (soft) a tvrdé (hard) nebo volit vlastni prahovaci algoritmy. Pfi tvrdém
prahovani se vynuluji koeficienty jejichz absolutni hodnota je mensi nez ¢ podle vztahu

ara(m) = { 7 Do 2 2 o)

Mekké prahovani probiha stejnym zptusobem, ale navic se hodnota § odecita od absolutnich
hodnot koeficientti vétsich nez o

_ [ sign(z(m) (|a(m)| =) pro [z(n)] >4
bot®) ={ 0 pro |a(n)| < o ®
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Obrézek 4: Vysledky potlacovéni rusivé slozky EEG signdlu a prubéh (a) procentudlniho zlepseni
MSE pro ruzné wavelet funkce a rizné maximalni trovné wavelet dekompozice a (b) hledani
optiméalni hodnoty prahu

V porovnani s tvrdym prahovanim nezpusobuje mékké prahovani nespojitosti ve vysledném
zrekonstruovaném signalu. V Matlabu se mékké prahovani pouzivé implicitné k odstranovani
rusivych slozek a tvrdé prahovani ke kompresi [6].

Obr. 4 ukazuje vysledky optimalizace prahovaciho koeficientu ¢ pro odstranovani rusivé slozky
z EKG signalu s pridanym ndhodnym Sumem s Gaussovskym rozlozenim pravdépodobnosti.
Kritériem je minimalizace stfedn{ kvadratické chyby MSE ve zvyraznéném obrazu. Tab. 1 shrnuje
vysledky tohoto experimentu s vyuzitim funkce sym4, db4 a coifj. Pro kazdou z téchto funkei
bylo provedeno 30 pokust pro jednotlivé maximalni uroven dekompozice (1 az 5) a jako kritérium
uspésnosti odstranovani sumu bylo pfitom uvazovano procentualni zlepseni MSE. Na obr. 3 je
zobrazeno globélni prahovéani detailnich wavelet koeficientu do tfeti irovné dekompozice.

Tabulka 1: USPESNOST V ODSTRANOVANI RUSIVE SLOZKY Z EKG SIGNALU PRO RUZNE WAVE-
LET FUNKCE A RUZNE MAXIMALNI UROVNE WAVELET DEKOMPOZICE

Wavelet / Velicina Uroven dekompozice
1 2] 3] 415
Pramérnd MSE [E-04] 7.37 | 6.93 | 6.14 | 6.79 | 5.68
Sym4 | Rozptyl MSE [E-07] 1.11 | 2.83 | 0.87 | 1.84 | 0.32
Zlepseni MSE [%] 41.3 | 44.7 | 51.3 | 51.4 | 51.8
Pramérnd MSE [E-04] 6.80 | 4.74 | 6.33 | 7.49 | 7.43
Dbj | Rozptyl MSE [E-08] 4.50 | 2.75 | 4.49 | 4.34 | 4.96
Zlepseni MSE [%] 45.8 | 62.2 | 49.7 | 46.4 | 36.9
Primérnd MSE [E-04] 7.10 | 5.66 | 5.15 | 5.95 | 4.87
Coif} | Rozptyl MSE [E-08] 9.57 | 18.0 | 4.22 | 6.09 | 2.03
Zlepseni MSE [%] 43.4 | 54.9 | 59.1 | 57.4 | 58.6

3 Zpracovani obrazi

Wavelet transformace se ve zpracovani obraziu pouziva zejména pro detekci hran a textur, kom-
presi dat, potlacovani jejich rusivych slozek a kédovéni charakteristickych vlastnosti signédlu pro
naslednou klasifikaci [6] jejich komponent. Vyznamnou aplika¢ni oblasti je pfitom analyza bio-
medicinskych obrazii magnetické resonance (MR) zalozend na prahovani koeficienta DWT po
jejich dekompozici vhodnou wavelet funkei.



Princip odstranovani sumu z obrazu s pouzitim DWT je analogicky k postupu pro zpracovani
jednorozmérného signalu, ktery muze byt chapan jako zvlastni forma obrazu redukovaného na
jeden sloupec. Postup dekompozice dokumentovany na obr. 5 lze shrnout pro obrazovou matici
[G(n,m)|n.m do ndsledujicich kroku

1. Vychozi obrazova matice [G(n,m)|n . se dekomponuje do prvé drovné (na detailni a
aproximacni slozku) samostatné pro kazdy fadek pomoci konvoluce obrazovych elementu
s dekompoziénimi vektory hodnot l4(k) (pro scaling funkci) resp. hy(k) (pro wavelet funkei)
a po podvzorkovani dvémi se vytvoii 2 nové matice [GL(n,m)|n /2 @ [Gr (1, M) N )2

2. Kazd4 z matic [G(n,m)] a [Gg(n, m)] se zpracuje podobnym zpusoben po sloupcich a po
podvzorkovani dvémi se vytvori celkem 4 nové matice zahrnujici aproximacni koeficienty
[A1 =G rr(n,m)]N/2,0m/2, horizontdlni detaily [Hy =G ru(n, m)]n/o a2, vertikalni detaily
Vi=Gur(n,m)|nj2,m/2 a diagondlni detaily [D1 =G rp(n, m)]n/2,1/2 pivodniho obrazu

Matici A1 s poloviénim poctem Fadku i sloupcu oproti matici puvodni lze pouzit nasledné jako
zéklad pro dalsi dekompozici a redukei rozméru matice puvodni. Vysledek dekompozice redlného
obrazu do prvé drovné pro funkci funkce sym4 je uveden na obr. 5(c) a piislusné koeficienty
dil¢ich matic setazené po sloupcich jsou znazornény na obr. 5(e).

Dekompoziéni matice je mozno déle pouzit pro rekonstrukci puvodniho obrazu podobnym zptuso-
bem jako pii zpracovani signali. V piipadé, ze hodnoty matic se neméni, lze puvodni obraz zre-
konstruovat bez ztraty informace pomoci nulovych hodnot vlozenych mezi dekomponované prvky
a s uzitim rekonstrukénich filtra I.(n) and h,(n). V pfipadé modifikace dekompozi¢nich matic
lokalnim nebo globalnim prahovanim jejich hodnot lze vsak dil¢i obrazové elementy potlacit.
Obr. 5(f) zobrazuje vysledné koeficienty po jejich modifikaci s pouzitim vhodné zvolené prahové
urovné § a na obr. 5(d) je uveden piislusny rekonstruovany obraz.
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Obréazek 5: Odstranéni aditivni sumové slozky z MR obrazu pétefe pomoci prahovani DWT
koeficienti a zobrazeni (a) Mallatova schématu pro realizaci 2-dimenziondlni DWT, (b) obrazu
MR s pfidanym ndhodnym Sumem, (c) prvni drovné wavelet dekompozice pro funkci sym4,
(d) zrekonstruovaného a interpolovaného obrazu (spline interpolace), (e) absolutnich hodnot
wavelet koeficientu a (f) koeficientu upravenych prahovanim a pouzitych pro rekonstrukei




Tabulka 2: USPESNOST ODSTRANOVAN{ RUSIVE SLOZKY Z OBRAZU MR PRO RUZNE WAVELET
FUNKCE A RUZNE MAXIMALN{ UROVNE WAVELET DEKOMPOZICE

Wavelet / Velicina Uroven dekompozice
1 2] 3] 415
Primérnd MSE [E-02] 2.63 | 1.80 | 2.03 | 3.34 | 4.24
Sym4 | Rozptyl MSE [E-06] 2.20 | 2.98 | 3.81 | 3.37 | 1.46
Zlepseni MSE [%] 38.1 | 57.7| 524|214 0.0
Primérnd MSE [E-02] 243 | 1.70 | 1.95 | 3.21 | 4.24
Dby | Rozptyl MSE [E-06] 1.86 | 2.49 | 2.38 | 3.66 | 1.46
Zlepseni MSE [%] 42.6 | 60.1 | 54.3 | 24.5 | 0.0
Primérnda MSE [E-02] 2.53 | 1.61 | 1.94 | 3.96 | 4.24
Coif} | Rozptyl MSE [E-06] 2271149 | 1.88 | 6.99 | 1.46
Zlepseni MSE [%] 404 | 62.1 | 544 | 6.9 | 0.0

Pro uréeni prahové trovné existuje celd fada ptistupu. V uvedeném piipadé byla optimalni
hodnota prahu ur¢ovana numericky hleddanim minima sou¢tu ¢tvercu odchylek mezi puvodnimi
a rekonstruovanymi hodnotami pro troven prahu volenou v rozmezi miniméalniho a maximéalniho
dekompoziéniho prvku podobné jako v pripadé jednorozmérnych dat. Tab. 2 obsahuje vysledky
dosazené pii odstraniovani pridaného ndhodného Sumu z obrazu MR s vyuzitim funkei sym4, db/
a coif pti 30 experimentech pro dekompozice od prvé do paté irovné. Kriterium uspésnosti je
pritom uvadéno ve formeé procentudlni zlepseni stfedni kvadratické chyby MSE. Nejlepsi vysledky
byly dosazeny pii dvou urovnich dekompozice, kde byly vSechny tii wavelet funkce priblizné
stejné uspésné v redukei MSE.

Na obr. 6 je znazornéno odstranovani rusivé slozky pomoci prahovani detailnich wavelet ko-
eficientu do druhé urovné dekompozice s pouzitim dbj/ wavelet funkce. Prahovéani je mékké a
globélni s hodnotou prahu urc¢enou zminénym optimaliza¢nim postupem. Rozliseni zrekonstru-
ovaného obrazu je zvySeno pomoci spline interpolace.
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Obrazek 6: Odstranovani sumu z obrazu MR péatefe pomoci prahovani detailnich wavelet ko-
eficientu znazornujici (a) obraz MR znehodnoceny aditiviim ndhodnym sumem, (b) wavelet
dekompozice do druhé drovné s pouzitim funkce db4, (c) rekonstrukce obrazu z prahovanych
koeficientti a (d) wavelet koeficienty zasuméného obrazu a prahovaci troven §



4 Zavér

Cilem ptispévku bylo seznameni s moznostmi uziti wavelet transformace pii analyze a zpracovani

postupu dekompozice dat z hlediska jejich dalsiho zpracovani pro potieby potlacovani aditivnich
rusivych slozek. Zvlastni pozornost je pritom vénovana moznostem optimalizace prahovacich
koeficientu pro rozdilné urovné dekompozice a zvolené analyzujici wavelet funkce s aplikaci
uvedeného ptistupu pro zpracovani EKG signalt a MR obrazu patere.

Souhrnné lze konstatovat, ze wavelet transformace poskytuje Siroké moznosti analyzy a zpra-

covani signalt a obrazu s rozsahlymi aplikacnimi moznostmi v fadé oboru.

5 Podékovani

Prace vznikla v ramci vyzkumného zaméru MSM 6046137306 Fakulty chemicko-inzenyrské na
Vysoké skole chemicko-technologické v Praze. Biomedicinskd data byla laskavé poskytnuta Cen-
trem neurologické péce v Rychnové nad Knéznou.
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